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☆1 平面向量 

☆2 平面向量的內積 

☆3 平面直線 

☆4 空間中的向量 

☆5 空間向量的內積 

☆6 空間中的平面 

 
☆1 平面向量： 

一、有向線段與向量： 

1.有向線段：將線段 AB 賦予 A 至 B 方向，即稱是由 A 至 B 的有向線段。記為 AB 。其中 A 為起點，B

為終點。有向線段 AB 長度即為線段 AB 的長度，記為 AB 。 

2.向量（Vector）：具有大小（長度、距離）與方向的量稱為向量。 

3.零向量：始點與終點重合的有向線段所代表的向量，稱為零向量，記為O ，零向量O 的長度為 0，而且

其方向不定。 

4.兩向量的相等：向量 a 和b ，其方向相同，且長度相等，則稱此二向量為相等，記為 ba = 。 
 

二、以座標表示法： 

1.假設 A、B 的座標分別為 ),( 21 aa ， ),( 21 bb ，O 為原點。 

則 ),( 21 aaOA = ， ),( 21 bbOB = ， ),( 2211 ababAB −−=  

其中 11 ab − ， 22 ab − 分別稱為 AB 的 x 分量與 y 分量 

2
22

2
11 )()( ababAB −+−=  

    2.假設 OAa = ，由 OX 繞到OA 位置的有向角角度，稱為向量 a 的方向角。若 a 的方向角為ϑ ，則

)sin,cos( ϑϑ aaa =  

    3. ),( 21 aaa = ， ),( 21 bbb =  

     假設 ba = ，則 11 ba = 且 22 ba =  
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三、向量加法與減法 

1.向量加法：對任意兩個向量 a 和b ，取其首尾相接的兩個線段， AB 和 BC ，如圖，使得 ABa = ，

BCb = ，則 ACBCAB =+ 為 a 和b 的和。 

    2.假設 ),( 21 aaa = ， ),( 21 bbb = ，則 ),( 2211 bababa ++=+  

    3.向量加法的基本性質： 

      (1) 加法交換律： abba +=+  

      (2) 加法結合律： )()( cbacba ++=++  

      (3) aaa =+=+ 00  

      (4) 0)()( =+−=−+ aaaa  

4.向量減法：對任意兩個向量 a 和b ，定義： )( baba −+=−  

    5.假設 ),( 21 aaa = ， ),( 21 bbb = ，則 ),( 2211 bababa −−=−  

 

四、向量的係數積 

    1.假設 a 為一向量， r 為一實數。則 r 和 a 的積記為 ar 。 

    2.座標表示法： ),( 21 aaa = ， r 為一實數，則 ),( 21 raraar =  

    3.設 a 和b 為任意兩個向量， r 和 s 為任意兩個實數，則 

      (1) brarbar +=+ )(  

      (2) asarasr +=+ )(  

      (3) )()( asrars =  

 

五、分點公式 

    1.設 A-P-B，且
n
m

PB
AP

= ，O 為任意一點，則 OB
nm

mOA
nm

nOP
+

+
+

=  

    2.設 A-B-P 或 P-A-B 且
n
m

PB
AP

= ，O 為任意一點，則 OB
nm

mOA
nm

nOP
−

+
−
−

=  

    3.設 M 為 AB 中點，O 為任意一點，則
2

OBOAOM +
=  
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六、三角形的重心：假設 G 為△ABC 的重心，O 為任意一點，則 )(
3
1 OCOBOAOG ++=  

                  → 0=++ GCGBGA  

                  → 若 0=++ OCOBOA ，則 GO =  

 

七、三角形的內心：設 I 為△ABC 的內心， aCB = ， bCA = ， cAB = ，O 為任意一點，則 

cba
OCcOBbOAaOI

++
++

=  

 

 
☆2 平面向量的內積： 

一、 兩向量的夾角 

設 a 和b 為兩個非零向量 

(1) 若 a 和 b 方向相同，規定其夾角為
00 。 

    (2) 若 a 和b 方向相反，規定其夾角為
0180 。 

    (3) 若 a 和b 不平行， OAa = ， OBb = ，則規定 AOB∠ 為 a 和b 的夾角。 

        【註】：若ϑ 為 a 和b 的夾角，則
00 1800 ≤≤ϑ 。 

 

二、向量內積： 

定義：設 a 和b 為兩個非零向量，且ϑ 為 a 和b 的夾角。則 a 和b 的內積定義為 ϑcosbaba =⋅ （其

中“‧＂讀做 doc） 

     若 a 和b 其中一個為 0 時，則 0=⋅ba  

    座標表示法： ),( 21 aaa = ， ),( 21 bbb = ，則 2211 bababa +=⋅  

 

三、向量內積的性質： 

    假設 a 、b 和 c 任意三個向量，α 、β 為任意兩個實數，則 

1. 交換律： abba ⋅=⋅  

2. 正定性： 02 ≥⋅= aaa 且 0=⋅ aa 則 0=a  

3. ba ⊥ ，則 0=⋅ ba （當 a 、 b 有一個為 0 時，可視 a 、b 為相互垂直） 

4. )()()( bababa ααα ⋅=⋅=⋅  
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5. 分配律： cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  

          cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  

6. )()()( cabacba ⋅+⋅=+⋅ βαβα  

 

四、常用公式： 

    假設 a 、b 和 c 任意三個向量，α 、β 為任意兩個實數，則 

     1. 
222

2 bbaaba +⋅+=+  

2. 
222

2 bbaaba +⋅−=−  

3. 
22222

)(2 bbaaba βαβαβα +⋅+=+  

4. )(22222
accbbacbacba ⋅+⋅+⋅+++=++  

5. 
22)()( bababa −=−⋅+  

 

五、柯西不等式 

   1.假設 a 、b 為任意兩個向量， baba ≤⋅  

   2.假設 Rbbaa ∈2121 ,,, 則 

     2
2211

2
2

2
1

2
2

2
1 )())(( bababbaa +≥++  

 

六、正投影（正射影） 

    假設 OEv = 為b 上的單位向量（∴
b
bv = ），通過 A 點，做直線 OE 的垂線，垂足為 B 點。稱向量OB 為

a 在b 上的正投影。 

此時恰有一實數 β ，使得 vOB β= 。稱此實數β 為 a 在b 上的分量（或投影量）。 

va
va
vaaa ⋅=
⋅

== )(cosϑβ
ba
baa ⋅

=
b

ba ⋅
=  
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    其中ϑ 為 a 和b 的夾角。 

    故 a 在b 上的正投影為 vOB β= vva )( ⋅= ))((
b
b

b
ba ⋅= b

b

ba )( 2

⋅
=  

 

七、面積：OACB 為一平行四邊形，其中 OAa = ， OBb = ，則 OACB 面積為
222 )( baba ⋅−  

   【註】：假設 ),( 21 aaa = ， ),( 21 bbb = ，則 

          四邊形 OACB 面積：
2

2211
2
2

2
1

2
2

2
1 )())(( bababbaaS +−++=  

                               2
1221 )( baba −= 1221 baba −=  

21

21

bb
aa

= 的絕對值 

          三角形 OAB 面積： 12212
1 babaS −=  

 

 

 
☆3 平面直線： 

一、直線的參數方程式： 

1. 假設 ),( 000 yxP 為一定點， ),( bav = 為一定向量，且 0≠v ，通過 0P 且與 v 平行的直線參數方程式

為 

       
⎩
⎨
⎧

+=
+=

btyy
atxx

0

0
， Rt∈ （t 稱為參數） 

 

2. 假設 ),( 111 yxP 和 ),( 222 yxP 為相異兩定點。 

   (1) 直線 21PP 的參數方程式為
⎩
⎨
⎧

−+=
−+=

tyyyy
txxxx
)(
)(

121

121
，（ Rt∈ ） 

12

12

1

1

yy
xx

yy
xx

−
−

=
−
−

 → t
yy
yy

xx
xx

=
−
−

=
−
−

12

1

12

1  
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→ 
⎩
⎨
⎧

−+=
−+=

tyyyy
txxxx
)(
)(

121

121  

(2) 線段 21PP 的方程式為
⎩
⎨
⎧

−+=
−+=

tyyyy
txxxx
)(
)(

121

121
，（ 10 ≤≤ t ） 

(3) 射線 21PP 的方程式為
⎩
⎨
⎧

−+=
−+=

tyyyy
txxxx
)(
)(

121

121
，（ 0≥t ） 

 

3. 過 ),( 00 yx 且斜角為α 之直線參數方程式為 

   
⎩
⎨
⎧

+=
+=

α
α

sin
cos

0

0

tyy
txx

， Rt∈  

4. 直線的一般參數方程式為
⎩
⎨
⎧

+=
+=

dtcy
btax

， Rt∈ ，其中， Rdcba ∈,,, 且 022 ≠+ db  

 

二、兩條直線的交角： 

1. 兩直線 1L ： 0111 =++ cybxa  

2L ： 0222 =++ cybxa 相交於一點，令ϑ 為其交角，則 

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
baba

bbaa

++

+
±=ϑ  

      【註】：若ϑ 為銳角，則
2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
baba

bbaa
++

+
=ϑ  

    2. 兩直線 1L 和 2L ，其斜率分別為 1m 、 2m  

       (1) 21 LL ⊥ ， 121 −=⋅mm  

(2) 假設 1L 和 2L 不垂直，ϑ 為其交角 

   則 
21

21

1
tan

mm
mm
⋅+

−
=ϑ  或 

12

12

1
tan

mm
mm
⋅+

−
=ϑ  

 

三、點到直線的距離： 

(1) 點到線的距離 

    點 ),( 00 yxP 到直線 L ： 0=++ cbyax 的距離為
22

00

ba

cbyax

+

++
 



 
向量 

紋的筆記-向量  

(2) 線到線的距離 - 兩條平行線的距離 

        兩平行線 0=++ cbyax 和 01 =++ cbyax 的距離為
22

1

ba

cc

+

−
 

 

四、交角平分線 

假設 1L ： 0111 =++ cybxa 和 2L ： 0222 =++ cybxa 為相交兩直線，其交角平分線為 

2
2

2
2

222

2
1

2
1

111

ba

cybxa

ba

cybxa

+

++
±=

+

++
 

 

五、三角形的內心 

    假設△ABC 的三個頂點為 ),( 11 yxA 、 ),( 22 yxB 、 ),( 33 yxC 且 aCB = ， bCA = ， cAB = ，則△ABC

的內心座標為 ),( 21 yxA ),( 321321

cba
cybyay

cba
cxbxax

++
++

++
++

 

 

 
☆4 空間中的向量： 

一、空間：在空間中任取一點 O 點當作原點，通過 O 點做互相垂直的三條直線，分別稱為 x 軸、y 軸、z 軸。

可說：原點 O 和 x、y、z 三軸組成了空間座標系。 

 

二、座標平面：三個座標軸中任意兩個座標軸，都可以決定一個座標平面。由 x 軸、y 軸組合的平面稱 xy 平面。

以此類推。 

 

三、掛限：三個座標平面把整個空間劃分為八個部分。每一個部分稱為一個掛限。 

 

四、空間中的距離： 

    1.長方體的長、寬、高分別為 a、b、c，則對角線長為
222 cba ++  

    2.空間中的兩個點 ),,( 1111 cbaP 和 ),,( 2222 cbaP 間的距離 

2
21

2
21

2
2121 )()()( ccbbaaPP −+−+−=  

 

 
☆5 空間向量的內積： 

一、空間中的向量 

    設點 ),,( 1111 cbaP 和 ),,( 2222 cbaP ，則向量 ),,( 12121221 ccbbaaPP −−−= ， 



 
向量 

紋的筆記-向量  

2
12

2
12

2
1221 )()()( ccbbaaPP −+−+−=  

 

二、方向角與方向餘弦 

    (1) 若OA 與 x 軸、y 軸、z 軸的夾角各為α 、β 、γ 。其中 πγβα ≤≤ ,,0 。則α 、β 、γ  稱為OA 的

方向角。 αcos 、 βcos 、 γcos 稱為OA 的方向餘弦。 

    (2) 設 ),,( cbaOA = 則
222

cos
cba

a

++
=α 、

222
cos

cba
b

++
=β 、

222
cos

cba
c

++
=γ  

       ∴ 1coscoscos 222 =++ γβα  

【註】1.任意非零向量的方向餘弦的平方和等於 1 

             2.並非任取α 、β 、γ 角，即可當成一向量之方向角。 

    (3) 假設 ra = ， a 方向角為α 、β 、γ ，，則 )cos,cos,(cos γβαra =  

 

三、空間向量的加減與係數積 

    (1) 設 ),,( 321 aaaa = ， ),,( 321 bbbb = ，γ 為實數 

        則 ),,( 332211 babababa +++=+  

           ),,( 332211 babababa −−−=−  

           ),,( 321 aaaa γγγλ =  

 

    (2) 分點公式： 

        假設 ),,( 111 zyxA 和 ),,( 222 zyxB 為空間中相異兩點 

         (1) 設 A-P-B，且
n
m

PB
AP

=  

            則 P 點座標為 ),,( 121212

nm
nzmz

nm
nymy

nm
nxmx

+
+

+
+

+
+

 

         (2) 設 A-B-P 或 P-A-B 且
n
m

PB
AP

=  

則 P 點座標為 ),,( 121212

nm
nzmz

nm
nymy

nm
nxmx

−
−

−
−

−
−

 

 

四、空間向量的內積： 
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定義：設 a 和b 為兩個非零向量，且ϑ 為 a 和b 的夾角。則 a 和b 的內積定義為 ϑcosbaba =⋅ （其

中“‧＂讀做 doc） 

    座標表示法： ),,( 321 aaaa = ， ),,( 321 bbbb = ，則 332211 babababa ++=⋅  

 

五、向量內積的性質 

1. 交換律： abba ⋅=⋅  

2. 正定性： 02 ≥⋅= aaa 且 0=⋅ aa 則 0=a   

3. )()()( bababa ααα ⋅=⋅=⋅ ，其中α 為實數。 

4. 分配律： cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  

          cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  

 

六、 ),,( 321 aaaa = ， ),,( 321 bbbb = 且 0≠a 、 0≠b ，夾角為ϑ 。 

則
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1

332211cos
bbbaaa

bababa

ba
ba

++⋅++

++
=

⋅
=ϑ  

 

七、若 0≠a 、 0≠b ，但 0=⋅ ba 則 a 和b 垂直。 
 

八、柯西不等式 

    1. baba ⋅≥  

    2. ),,( 321 aaaa = ， ),,( 321 bbbb = ，則
2

332211
2
3

2
2

2
1

2
3

2
2

2
1 )())(( babababbbaaa ++≥++++  

等號成立的條件： ba //   或  a 和b 至少有一項為 0 。 
 

九、面積、體積公式： 

    假設 ),,( 321 aaaOAa == ， ),,( 321 bbbOBb == ， ),,( 321 cccOCc == 則 

    (1) a 和b 所張成的平行四邊形 OADB 的面積
222 )( baba ⋅−= ba ×=  
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    (2) △OAB 面積
222 )(

2
1 baba ⋅−=  

    (3) 由 a 和b 和 c 所張成的平行六面體的體積為

321

321

321

ccc
bbb
aaa

的絕對值。 

 

十、正投影（正射影） 

    設 a 和b 皆非零向量，則向量 a 在b 方向上的正射影為 b
b

ba )( 2

⋅
 

 
☆6 空間中的平面： 

一、 平面方程式： 

1. 法線：垂直一平面的直線，稱為此平面的法線。 

2. 法線向量：設 L 為平面 E 的一條法線，且交平面於 P 點，在 L 上取一點 Q，則 PQ 稱為此平面的法線

向量。 

3. 平面方程式： 

   (1) 通過 ),,( 000 zyxP 且法線向量為 ),,( cba 的平面方程式為 

0)()()( 000 =−+−+− zzcyybxxa  

可寫成 dczbyax =++ ，其中 000 czbyaxd ++=  

   (2) 不共線的三點 ),,( 111 zyxA 、 ),,( 222 zyxB 、 ),,( 333 zyxC ，可決定一平面 

       平面方程式為 0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

（即 0)( =×⋅ BCACAB ） 

   (3) 以 a、b、c 分別為 x 軸、y 軸、z 軸截距的平面方程式為 1=++
c
z

b
y

a
x

（但 0≠abc ） 

 

二、兩平面的夾角： 

    1. 由兩平面的法線向量，可求出兩平面的夾角，另一夾角為其輔角。 

    2. 兩平面為 1E ： 1111 dzcybxa =++ 和 2E ： 2222 dzcybxa =++ ，其法線向量各為 ),,( 1111 cban = 和

),,( 2222 cban = ，夾角為ϑ  

 

 
 


